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Plan du cours
a Limites

A- Notion intuitive
B- Définition
C- Calcul pratique
D- Limite a gauche, limite a droite
E- (Comportement asymptotique)
F- (Continuite)
2 Dérivation
A- Le nombre dérive
B- Interprétation geometrique
C- La fonction derivee
D- Quelques dérivées usuelles
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A- Limites: Notion intuitive
R >R
Considérons la fonction f : f - 1
XH—z
X

Calculons la v es valeurs de plus en plus grandes:
X ,5 1 \ 10 \ 50 100 \1 000 10 000 100 000 1 000 000

f(x) 4 1 /} 0,01 /4.10-4/’%/ 1076 108 1010 10-12

2=

On constate qu’on peut rendre f(x) aussi
proche de 0 que I’on veut a la seule
condition de prendre x assez grand.

16

121

Jtx)

0.8 |-

On dit que :
L « la limite de f en +oo est 0 »

0.4

0

0 20 40 60 80 100
x
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R >R

Considérons toujours la fonction f: f: 1

X > —
X2

Calculons la valeur de f (x) quand x prend des valeurs de plus en plus proches de O :

10° — B 1 0.5 0.1 ‘/ 0,01\ ( 0.003\ ﬁ),()(ﬁ\
f (x) 1 4 100 10 000 4.104 106
8x10° k\// \./} \\/}
On peut rendre f (x) aussi grand que
6x10° < ..
2 I’on veut a la seule condition de
410 prendre x assez proche de zeéro.
2%10° On dlt que .
« la limite de f en O est +oo »
ox10° ' ' ' '

0 0.005 0.01 0.015 0.02

X
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RY SR
X—1
X —
X—2

Calculons la valeur de g (x) quand x prend des valeurs de plus en plus proches de 2 :

X 1 1,5 1,9 1,95 1,99 2 2,01 2,05 2,1 2,5 3

Considérons maintenant la fonction g : g:

g(x) | -1 2 10 | -20 | -100 x 100 | 20 10 2 1
si X > 2, alors
g(x) 71 on peut rendre g (X) aussi grand
T et positif que I’on veut
Nl a la seule condition de prendre x
— assez proche de 2.
45 8 N2 4, six<2 alors
. on peut rendre g (x) aussi grand
mais négatif que I’on veut
i a la seule condition de prendre x

assez proche de 2.




4/5

On dit que g n’a pas de limite en 2

En revanche,

- g a une limite a gauche en 2

~(c’est -00)

4

X

- g a une limite a droite en 2

(c’est +00)
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A- Limites: Notion intuitive

. R—>R
"X > cos(X)

Que peut-on dire de h(X) lorsque:
- X est de plus en plus grand ?
- X se rapproche de 0 ?

5/5
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B- Limites: Définition

a Notation .
lim f

X— A

Signifie:

On peut rendre f(X) aussi
proche de B que 1’on veut

a la seule condition de
prendre X assez proche de A

avec A, B e {R, -I-OO,—OO}

(x)=B

i
¥
]

I
. 1
| 1
i 1
i 1

i
| I

1/6
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a 1/ Limite d’'une fonction en +oc

Soit f une fonction définie au moins sur un intervalle du type [a ; +ool.

Si a la seule condition de prendre x assez grand,
On peut rendre le nombre f(X) :

« aussi grand et positif que I’on veut, on dit que f a pour limite +oo en
+00 et on note : .
lim f (X) = +00

X—>+00

« aussi grand en valeur absolue mais négatif que I’on veut,
on dit que f a pour limite —oo en +oo et on note :

lim f (X) = —o0

X—>+0

« aussi proche d'un réel A que I’on veut,
on dit que f a pour limite 4 en +oo et on note :

lim f(X):/l

X—>+00
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B- Limites: Définitions

0 Limite d’'une fonction en +oo: exemples

Jfix)

10000

8000

6000

4000

2000

lim X* = +oo

X—>+00

=2-x

fe

20

-100

X—>+00

100

3/6

Jfix)

150

0.5

60 80 100
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a 2/ Limite d’'une fonction en -oco

Soit f une fonction définie au moins sur un intervalle du type ]-oo ; a].

Si a la seule condition de prendre x assez grand en valeur absolue mais NEGATIF,

On peut rendre le nombre f(X) :

« aussi grand et positif que I’on veut, on dit que f a pour limite +oo en -oo et on note :
lim f (X) = 400
X—>—00

« aussi grand en valeur absolue mais négatif que I’on veut,
on dit que f a pour limite —oo en -0o et on note :

lim f (X) = —o0

X—>—00

e aussi proche d'un réel 4 que I’on veut,
on dit que f a pour limite 4 en -oco et on note :

lim f(X):/l

X—>—00
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a 3/ Limite d’'une fonction en un réel «

Soit f une fonction définie au moins sur un intervalle contenant « ou dont « est une borne.

Si a la seule condition de prendre x assez proche de a:

On peut rendre le nombre f(X)

e aussi grand et positif que I’on veut, on dit que f a pour limite +oo en « et on note :

lim f (X) = 400

X—>a

« aussi grand en valeur absolue mais négatif que I’on veut,
on dit que f a pour limite —oo en « et on note :

lim f (X) = —o0

X—=>a

« aussi proche d'un réel A que I’on veut,
on dit que f a pour limite 4 en « et on note :

lim f (X)=ﬂ,

X—>a
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a Limite d’'une fonction en un réel « : exemples

16 1 20

. 2 _ lim =400
lim x* =4 i

12 -

Sl
los)
\

O Remarque:

Soient f une fonction définie sur D et « un réel ou +oo ou -co.
Le calcul d’une limite de f en X, n’est étudié que si o est élément de D ou une borne de D.

Par exemple, nous n’étudierons pas la limite de la fonction: X F> \/; ena=-1...
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C- Limites: calcul pratique

0 1/ Quelques limites usuelles

si: f(x)=xx%x;Vx ou plus généralement: f(x)=x" ,avecn>0

alors lim f (x)=+o0

si:f (X)=l; L1l ou plus généralement : f (X)=x" | avec n>0
X x2 % Ux !

alors lim f(x)=0

si:  f(x)=xx;xvx  ouplus généralement : f(x)=Xx" , avec n>0

alors lim f (x)=0

X—0

limcos(x)=1 limsin(x)=0

Xx—0 Xx—0

1/14
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C- Limites: calcul pratique

2.a) somme

QO 2/ Opérations sur les limites :

. lim { +00 -00 acR
lim ¢
00 +00 FI +00
-0 FI -0 -0
BelR +00 -00 o+

2/14

Les fonctions f et g ayant une limite (finie ou infinie), la fonction f+g admet une limite dans
chacun des cas décrits dans le tableau suivant :




2.b) produit

QO 2/ Opérations sur les limites :

ou0® . . .
s NS C- Limites: calcul pratique

3/14

Les fonctions f et g ayant une limite (finie ou infinie), la fonction f x g admet une limite dans
chacun des cas décrits dans le tableau suivant :

e gmf +00 -00 acR* | aeR* 0
100 oo -O0 oo -00 FI
-0 -0 +00 -0 +00 F1

BER™ | +oo 00 axf3 axf3 0
BcR* | -oo +00 axf3 axf3 0
0 FI FI 0 0 0
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0 2/ Opérations sur les limites :

2.C) quotient

Les fonctions f et g ayant une limite (finie ou infinie), la fonction f / g admet une limite dans
chacun des cas décrits dans le tableau suivant :

lim +00 -00 acR** | aeR*" 0

lim ¢
00 Fi Fli 0 0 0
-00 Fi Fli 0 0 0
PeR™ | +oo -00 o/p o/P 0
PeR* | -oo +00 /P o/p 0
0 +00 +00 +0o0 +00 FI

Remarque : Si =0, on peut conclure lorsque g garde un signe constant au voisinage
du « point » ou I’on cherche la limite :

1
si g(X)> 0, alors tend vers +oo;  s1 ¢(X)<O0, alors tend vers -0o
9() 0 9(x) 0
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a 3/ Formes indéterminées

3.a) Introduction

Les situations marquées FI dans les tableaux sont appelées : formes indéterminees.
Elles n’ont pas de sens en soit. On peut en rencontrer 4:

o0
+o0—00, (xo0, — et —.
o0

Lorsqu’en ¢tudiant une limite, on trouve une forme indéterminée, on ne peut pas déduire
immédiatement le résultat. Il faut lever I’indétermination. Le résultat peut étre un réel
0, 2, m, ...), +oo, -0, la limite peut ne pas exister...

Il existe deux autres formes indéterminées: 1” et 0° , qui sont en fait de la forme 0xco.

Le calcul des formes indéterminées constitue la
plus grande difficulté dans le calcul des limites
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O Comment se débarrasser des formes indéterminées :
3.b) Factorisation du terme prépondérant

Exemple :
Considérons la fonction polynéme :  f (x)=3x"+2x" —5x

En +o0, elle présente une indétermination de la forme +oo-o00.
Pour lever I’'indétermination, on met en facteur le terme de plus haut degreé: 3x°.

On a donc :

4
f(x)=3x (1+2i5—5—)(5):3x5 (H%_ij

3x>  3X

Et on peut calculer facilement :

lim (1+l—i4j =1
X—>+00 3X 3X

On a donc la limite de f :

lim (3x5 +2x* —5x) — 40

X—>+00

14/6
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a Comment se débarrasser des formes indéterminées :
3.b) Factorisation du terme prépondérant
Propriéte 1 :

en +oo ou -oo, tout polyndme a la méme limite que son terme de plus haut degreé.

Propriéte 2 :
en +oo ou -oo, toute fraction rationnelle a la méme limite que le quotient simplifié des
termes de plus haut degre

5x7 +3x% +3
Exemple: F(x)= S

2
5%’ 1+3X7+37 \ 145 .3
5x" 5x" ) 5x 5% 5x

2% (1+22X3j 2 (1+12)
X X

On raisonne comme dans le cas précédent : F (x) =

On en déduit donc la limite de F(x) en +oo

7
lim F (x)= lim 2 = o0

X—>+00 X—>+00 2X3

Attention: ces propriétés ne sont pas valables ailleurs qu’en +oo ou -oc.
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O Comment se débarrasser des formes indéterminées :
3.b) Factorisation du terme prépondérant

Remarque :

Cette méthode est aussi applicable a d’autres fonctions que les polynomes ou fractions
rationnelles. Généralement, le terme «prépondérant» d’une expression est «celui qui
I’emporte» sur les autres (s’il existe), celui «qui donne la limitey, les autres termes €tant
«négligeables » devant lui.

Lorsqu’un terme préponderant apparait lors de I’étude d’une limite de fonction, I’idée
pour obtenir cette limite est de le mettre en facteur.

Remarque :
Le terme prépondérant en un point n’est pas forcément le terme prépondérant ailleurs.

par exemple: X I’emporte sur — en +oo, mais — 1’emporte sur X au voisinage de 0.
X X

(notions développées rigoureusement (mathématiquement) dans le cours de premiére année)
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0O Comment se débarrasser des formes indéterminées :
3.c) Utilisation de I'expression conjuguée

L’expression conjuguée de (a+b) est (a-b).

Il est parfois possible de lever une indétermination en multipliant une expression
tendant vers O par son expression conjugueée.

Exemple: N
On cherche la limite quand x tend vers 0 de :  f (x) — -
X

C’est une forme indéterminée du type %

On va donc multiplier dénominateur et numérateur par I'expression conjuguée du
numerateur:

f _(\/1+x—\/1—x)(\/l+x+\/1—x)_ I+ X—1+x 2
(%)= x3(\/1+x+x/1—x) _X3(\/1+X+\/1_X)_X2 VX1 /SO

On en déduit: lim f (X) =+

X—0
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O Comment se débarrasser des formes indéterminées :
3.d) Utilisation de la définition du nombre dérivé

On y reviendra dans le chapitre « Dérivation »
S’applique dans le cas d’'une forme indéterminée du type % , Si on reconnait la

limite en o du taux d’accroissement en a d’'une fonction dérivable en «..

Exemple 1:
cos(x)—1

X

On cherche la limite en 0 de f (x)=

On peut écrire: f (x) - cos(x)—1 _ cos(X)—;os(O)
X X —

. e . COS(X)—cos(O)
Et on sait que (définition du nombre dérive): lxnrg 0

=cos'(0)=-sin(0)=0

Donc: lim f (x)=0

X—0




o g0 ® . . .
s NS C- Limites: calcul pratique 1114

[

O Comment se débarrasser des formes indéterminées :
3.d) Utilisation de la définition du nombre dérivé

On peut aussi faire apparaitre un taux d’accroissement plus « artificiellement »:

Exemple 2:

On cherche la limite en 0 de  f(x)=

On peut écrire: £ (x) =) _ Sin(X)—Zin(O)
X X —

. P .o . sin(x)—sin(0)
Et on sait que (définition du nombre dérive): lxm(} 0

=sin'(0) =cos(0) =1

Donc: [ 3%

X—0 X




on connait les limites

0 4/ Regles de comparaison

ou0® . . .
s NS C- Limites: calcul pratique 12/14

Dans ce qui suit, f est une fonction dont on cherche la limite, et U et v sont deux fonctions dont

Inégalité pour X proche | Comportement lorsque X | Limite de f lorsque X tend
de « tend vers « Vers o
f(x) < u(x) u tend vers -oo -0
f(X) = u(x) u tend vers +oo +00
| f(X)-1 | < u(x) u tend vers 0 |
u(x) = f(x) = v(x) u et v tendent vers la |
Théoréme des gendarmes méme limite |

f(x) < u(x . :
(X) = u(x) f et u.anettent une lim f (X)Shmu(x)

ou f(x)<u(x) limite en X—a Xx—a
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0 5/ Limite d’'une fonction composée

Théoreme:
soient a,b et | des réels ou I’infini, f et g deux fonctions.

Si lim f (x)=bet limg(y)=1Ialors limgo f (x)=|

X—a y—b X—a

Exemple :
Soit h la fonction définie sur [0, 7] par: h(X) =1+, sin(x)

On cherche sa limite en 1

h est composée de la fonction f telle que f(x)=sin(X), et de la fonction g telle que g (y) =1+ \N :
h=gof.

Ona:lim f (x)=limsinx=0 et limg(y):lim1+\/§=1

X—>7 X—>7 y—0 y—0

Donc: limh(x)=limgo f (x)=1

X—>7r X—>r
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0 6/ Quelques limites a connaitre

lim>"" =

x=>0 X

. I-cosx 1 . .

lim————=— Demonstration:

X—0 X 2 .

A vous de jouer
In (1 + X) (utiliser la quantité conjuguée ou le nombre deérive)

lim =1

X—0 X
lim& =1

Xx—0 X
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D- Limite a droite, limite a gauche

a 1/ Définitions

On dit que f admet | (fini ou infini) comme limite & gauche en X,
si la restriction de f a | -o0, X, | admet | comme limite en X,.

Onnote alors : lim f (X)=I ou lim f (x)=1 ou limf =I
X:;:o X=X~ Xo

On dit que f admet | (fini ou infini) comme limite a droite en X,
si la restriction de f a [X,, -oo [ admet | comme limite en X,

On note alors : lim f (x)=1 ou lim f(x)=1 ou limf =]

X=Xy X—>X," Xy
XX, 0
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0 2/ Remarques

1- Si f admet | (fini ou infini) comme limite en X, alors f admet | comme limite a gauche et
a droite en X,. On peut écrire:
lim f (x)=I lim f (x)=I lim f (x)=|
lim £ () Hw (¥ ” (%) }
X<Xy X=X,
2- Réciproquement, si f admet | comme limite & gauche et a droite en X, alors f admet |
comme limite en X,. On peut écrire

llim f (x)—l]/{g}% f (x)—l}:[gﬁ f (x):q

X—>X
X<X, X=X,

3- Dans certains calculs de limite, X doit tendre vers X, en restant distinct de X,. Nous

noterons alors ces limites :

lim f (x)=1 ou lim f(x)=I
X—X, X=Xy~

et ll_)tg f (X)=| ou Xlir)}ol f(x)=|
X>X, X#X
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Q 2/ Exemples I Vers 1o

Considérons la fonction inverse:

Sa représentation graphique est en bleu :

La représentation graphique de sa restriction
a]-oo, 0] estenrouge :

Et on a:

la limite de f a gauche en 0: lim f(x)=—o0
x<0

la limite de f & droite en O : ling f (X) = 400
x>0




" E- Comportement asymptotique

a 1/ Asymptotes horizontales
1.a) Définition:

Soit K un réel
Si lim f(x)=k (resp. lim f(x)=k ),

X—>+00 X—>—00

on dit que la droite D d'équation y = k est une asymptote horizontale a la courbe
représentative de f (notée C;) en +oo (resp. -00).

Cela signifie que C; se rapproche de plus en plus de D quand X est de plus en plus
grand (pour +00).

1.b2< Ei<emple:
f(x)="—

X
Ona: lim f(x)=1

X—>+00 ———+—+8

Donc la droite D d’équation y=1 est asymptote a C; en +oo

Et: lim f(x)=1 .
X—>—00 T f
Donc la droite D d’équation y=1 est asymptote a C; en -co 4 ]
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Q 2/ Asymptotes verticales
2.a) Définition:
Soit K un réel

Si lim f (x) =+ ou lim f (x)=—o,

x—k X—k

on dit que la droite D d'équation x= K est une asymptote verticale a la courbe
représentative de f (notée Cy).

Ceci revient a dire que f admet une limite infinie a droite ou a gauche en k.

2.b) Exemple: .
I |
f X)=— 4+
(X)=-= __ L
Ona: lim f (x)=—o0 et: limf(Xx)=—o ®C ﬁ?\ D 4 :
X—2 X—2
x<2 xX>2 -4+
Donc la droite D d’équation X=2 est asymptote verticale a C..
-8
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a 3/ Asymptotes obliques

3.a) Définition:

Soient a et b deux réels

Si lim f(x)—(ax+b)=0 ,

X—>to0

on dit que la droite D d'équation y = ax+b est une asymptote oblique a C; en +o0.

Ceci revient a dire qu’on peut assimiler le comportement de f a celui de la fonction
affine g(x)=ax+b quand x devient trés grand (pour +o0).

3.b) Exemple: .
f(x)=2x—vx*+2 4 b
lim f(x)-x=0 Donc la droite D d’¢quation y=x est I | L
X400 asymptote a C; en +oo0. & W . / ) E
lim f (X) _3x=¢ Doncladroite D” d’équation y=3X est
X0 asymptote a C; en +oo. Pl

Exercice: démontrer ces résultats...
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1/ Généralités
1.a) ldée:

Continue

N

F- Continuitée

Une fonction est continue si sa représentation graphique est continue: il est
possible de la suivre enticrement « sans lever le crayon ».

Discontinue

V\

\

»
»

1.b) Définition:
Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant le point a

1) f est continue en a si f admet une limite finie en a. Dans ce cas, lim f (x) = f (a)

X—a

2) f est continue sur I si f est continue en tout point de 1.

1.c) Théoréme (admis):
S1 une fonction est dérivable sur un intervalle I, alors elle est continue sur 1.

1/3
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2/ Prolongement par continuité
2.a) Exemple:

: sin X : : ] ,
La fonction f : X = —— est continue sur R*, mais pas en 0 puisque elle n’est pas
definie en 0. X

Mais on sait que lim f (x) =1

X—0

On peut donc définir une nouvelle fonction, f , qui coincide avec f sur R* et qui

vaut 1 en 0. Cette fonction est appelée « prolongement de f par continuité » (ou
« prolongement continu de f »).

2.b) Définition:

Soit f une fonction continue sur un intervalle I contenant a, sauf en a, et vérifiant
Iimf(x)=1(leR
i £ (x)=1 (1<R) |

" {XH f(x) si x=a

alors la fonction : f :

qui est définie en a et continue en a,
ar |

est le « prolongement continu » (ou « prolongement par continuité ») de f en a.
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F- Continuité

3/ Continuité et bijection

1)

Théoréeme
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 1. Alors:
1) f (I) est un intervalle

2) Pour tout m de f (I), I’équation f (X) = m admet une seule solution dans I

Le deuxiéme point est équivalent a « f est une bijection de I sur f (I) »

2) Commentaires:

L’intérét principal de ce théoréme est de permettre parfois la résolution approchée
d’équation du type f (X) = 0. Il permet:
- de justifier I’existence de solutions (c.a.d. prouver que des solutions existent)

- de localiser ces solutions et en trouver des valeurs approchées (a 1’aide
d’algorithmes de calcul, comme la dichotomie, le balayage, 1’interpolation...)

3/3




